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Abstrakt Polynomické funkcie nad kone�ným telesom Galoisovým sú základom nového prístupu k riešeniu problematiky 
logického riadenia technologických procesov s využitím procesorových systémov. Predložený �lánok popisuje SW prostried-
ky pre vy�íslovanie polynomických funkcií. 
 
Summary The polynomial functions of the Galois´ finit field make up the base of original access to the solution to area logic 
control of technological processes with of the exploitation �P systems. This article describes SW ways and means for 
determination of the polynomial function. 
 
1. ÚVOD 

V práci [1] bolo poukázané na možnosti nového 
prístupu k riešeniu problematiky kone�ných automa-
tov pre logické riadenie s využitím �P radi�ov. Jed-
ným z pozitívnych dôsledkov takéhoto prístupu sa 
ukázala možnos� využitia teoretických záverov na 
tvorbu jednotnej, univerzálnej programovej šablóny 
kone�ného automatu. Od takéhoto prístupu sa o.i. 
o�akáva zníženie prácnosti návrhu kone�ného auto-
matu a tiež zvýšenie �itate�nosti programového rie-
šenia. 

Ako možné riešenie takejto úlohy je v práci [2] 
predložená funk�ná schéma kone�ného automatu 
založená na využití špeciálneho pojmu modernej 
algebry – polynomickej funkcie.  

 
2. POLYNOMICKÁ FUNKCIA 

Polynomickú funkciu je možné skonštruova� nad 
algebraickou štruktúrou, kone�ným telesom 
Galoisovým GF(pq), ktorého prvkami sú 
polynomické formy kone�ného stup�a q-1 
s koeficientami s unitálneho podtelesa GF(p) 
celo�íselných prvkov, zvyškov po delení celých �ísel 
vhodným prvo-�íselným modulom p. Inými slovami: 
Teleso GF(pq) je kone�ným rozšírením unitálneho 
telesa GF(p), ktoré tvorí podteleso telesa GF(pq), 
pri�om toto roz-šírenie je generované vhodným 
prvkom z GF(pq), ireducibilným polynómom stup�a 
q. Hovoríme že každé takéto kone�né teleso GF(pq) 
má kone�nú prvo�íselnú charakteristiku p, pri�om 
ide o rozšíre-nie stup�a q, ktoré má rád n = pq. 

Zdôraznime, že v nazna�enom prípade ide o špe-
cifickú algebru, ktorá pracuje s polynomickými for-
mami, teda prvkami sú polynomické formy tvaru 

 
aq-1.�q-1 + aq-2. �q-2 + ... + a2. �2 + a1. � + a0, (1) 

 
kde  

ai celo�íselné koeficienty z unitálneho telesa 
GF(p), t.j. z množiny {0 – p-1}, 

� neur�itá polynomickej formy. 

Pri výpo�társkych operáciách ako operandy sú 
pod�a árnosti operácií brané jednotlivé prvky, t.j. 
jedna, dve alebo viaceré polynomické formy 
z GF(pq) a ako výsledok výpo�tu je nová, výsledná 
polynomická forma z GF(2q). Polynomické formy 
teda nevy�íslujeme, neur�ujeme hodnoty polynómov 
nemá preto v tejto etape zmysel uvažova� o hodno-
tách neur�itej �. 

V uvádzanej algebraickej štruktúre polynomická 
funkcia definuje priradenie  

 
� = �(	), (2) 

kde  
	 je neur�itá z telesa GF(pq), 
� je funk�ný predpis z telesa GF(pq), 
� je funk�ná hodnota polynomickej funkcie, 

prislúchajúca argumentu 	 
Prvkami uvažovaného telesa sú polynomické for-

my, ktoré svojimi celo�íselnými koeficientami defi-
nujú usporiadané q-tice prvkov. Pri vo�be charakte-
ristiky p = 2 koeficienty polynomických foriem 
z GF(2q) a teda i prvky usporiadaných q-tic sú �ísla 
0, 1 ∈ GF(2). 

Dá sa ukáza�, že obecné vyjadrenie polynomic-
kej funkcie skonštruovanej nad definovaným tele-
som GF(2q) má tvar 

 
An-1⊗ 	 n-1 ⊕ An-2⊗ 	 n-2 ⊕ ...... ⊕ A1⊗ 	 ⊕ A0 (3) 

 
kde 

Ai koeficienty z GF(2q) špecifikujúce konkrétnu 
polynomickú funkciu,  

n rád rozšírenia. 
Nazna�ené algebraické operácie „ ⊕ “ a „ ⊗ “ sú 

operácie sú�tu a sú�inu v telese GF(2q) nad polyno-
mickými prvkami z tohto telesa a mocnina 

 
	i = 	 ⊗ 	 ⊗ .... ⊗ 	 (4) 
 
             i - krát 
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Základným predpokladom praktického využitia 
nazna�eného prístupu je implementácia výpo�tových 
operácií v telese GF(2q) nad polynomickými prvka-
mi z tohoto telesa, ale tiež efektívny algoritmus ge-
nerovania hodnôt polynomickej funkcie. 

Riešenie prvej úlohy, totiž implementácia výpo�-
tových operácií v telese GF(2q) nad polynomickými 
prvkami z tohoto telesa je dokumentované v práci 
[3], kde na báze podrobnej špecifikácie algebraickej 
štruktúry sú definované požadované algebraické 
operácie, ale najmä je poukázané na vhodnú repre-
zentáciu prvkov telesa pre aplikáciu v procesorovom 
systéme. V súvislosti s definíciou uve
me najskôr 
zavedenie aditívnej operácie  ⊕  z GF(2q), totiž sú�et 
dvoch polynomických foriem 

 

Σ ai.�i  ⊕  Σ bi. �i = Σ ci. �i (5) 
 

kde výsledkom sú�tu dvoch �ubovolných prvkov 
z GF(2q) je opä� polynomická forma z GF(2q), pre 
ktorú platí 
 

ci ≡ ai + bi mod 2,  (6) 
 
pri�om ai, bi, ci ∈ GF(2). 
�ahko sa dá overi�, že nulovým prvkom 

v GF(2q) je polynomická forma s  ai = 0  pre všetky  
i ∈ {0 ÷ q - 1}. Rovnako �ahko sa dá overi�, že ku 
každému prvku  ξ  z GF(2q) existuje opa�ný prvok   
- ξ  z GF(2q) taký, že platí 

 
ξ ⊕ (- ξ) = 0. (7) 

 
Analogicky je zavedená multiplikatívna operácia  

⊗  z GF(2q), totiž sú�in dvoch polynomických fo-
riem 

Σ ai.�i  ⊗  Σ bi. �i = Σ ci. �i (8) 
 

Násobenie prebieha ako obvyklé násobenie 
dvoch polynómov s koeficientami z GF(2), pri�om 
získaný výsledok musí by� delený zvoleným ireduci-
bilným polynómom, aby výsledná polynomická for-
ma spadala do GF(2q). Jednoducho zavedieme jed-
notkový prvok v GF(2q) ako polynomickú formu  s  
ai = 0 pre všetky  i ∈ {1 ÷ q - 1} s výnimkou  a0 = 1. 

Pre výpo�tové operácie sa dá overi� platnos� zá-
kona komutatívneho, asociatívneho i distributívne-
ho. Z tohoto h�adiska teda ide o obvyklú algebraickú 
štruktúru. 

Dôležitým krokom, umož�ujúcim bezproblémo-
vé praktické využitie je riešenie reprezentácie prv-
kov telesa pre aplikáciu v procesorovom systéme. 
Zavedenie prvkov uvažovaného algebraického systé-
mu udáva vz�ah (1). Použitý zápis najmä v súvislosti 
s využitím procesorových systémov je však nevhod-
ný. Pri zachovaní všetkých relevantných informácií 

je možné symboliku zodpovedajúcim spôsobom 
upravi�. V prvom rade je zrejmé, že v rámci daného 
telesa GF(2q) je štruktúra polynomických foriem 
pod�a vz�ahu (1) pevná, nemenná. Je totiž stupe� 
rozšírenia q zadaný pevný parameter, ktorý udáva 
pevnú d�žku polynomických foriem i rozsah expo-
nentov neur�itej polynomickej formy. Za týchto 
okolností sa jednotlivé prvky vzájomne líšia iba 
hodnotami koeficientov pri jednotlivých mocninách 
neur�itej polynomickej formy. Je preto možné každý 
prvok telesa jednozna�ne ur�i� usporiadanou q-ticou 
koeficientov  

aq-1, aq-2, ..... a2, a1, a0,  (9) 
 

nadobúdajúcich iba hodnoty 0, 1. Z praktického h�a-
diska je takýto spôsob reprezentácie prvkov telesa 
mimoriadne vhodný práve pre aplikácie v procesoro-
vých systémoch. Z h�adiska teoretického tento krok 
môžeme ozna�i� ako bijekciu množiny prvkov 
pod�a (1) na zodpovedajúcu množinu q-bitových 
slov v pamäti procesora. 

V nazna�enom zložkovom vyjadrení je okrem 
znalosti hodnoty každého koeficienta dôležitá expli-
citná informácia o jeho pozícii v slove, t.j. ur�enie, 
pri ktorej mocnine neur�itej polynomickej formy 
stojí. Toto rieši obvyklý pozi�ný zápis �ísla v dvoj-
kovej sústave 

  
aq-1.2q-1 + aq-2.2q-2 + .... + a1.21 + a0.20 (10) 

 
Vy�íslením váhového vyjadrenia každej zložky 

skonvertujeme dvojkové �íslo pod�a (10) na nezá-
porné celé �íslo vo zvolenej �íselnej sústave, ob-
vykle desiatkovej, �ím obdržíme tzv. dekadický 
ekvivalent, ktorý pri správnej interpretácii môže 
tvori� jednoduchú a jedno-jednozna�nú reprezentá-
ciu prvku z GF(2q). Totiž, každý konkrétny prvok 
z GF(2q) možno nazna�eným spôsobom jednozna�ne 
previes� na prislúchajúci dekadický ekvivalent 
a naopak, každý takýto dekadický ekvivalent možno 
jednozna�ne zapísa� v tvare (10), z ktorého možno 
extrahova� q-ticu koeficientov, dovolujúcu pôvodný 
zápis prvku v tvare (1). Nazna�ená úvaha dovo�uje 
deklarova� prvky telesa GF(pq) ako jednoduchý, 
integrálny dátový typ. Pre takýto prípad je nutné 
interpretova� výpo�ty na operácie nad integrálnymi 
typmi. 

Na základe predchádzajúcich poznatkov môžeme 
zhrnú�, že  [A, ⊕, ⊗, 0, 1],  kde A = {0, 1, 2, 3, 
.....q-1}  je množina celých �ísel, je celo�íselný 
algebraický systém. Binárne operácie sú�tu a sú�inu 
v celo�íselnej (ekvivalentovej) reprezentácii prvkov 
sú osobitými aritmetickými operáciami nad vybra-
nými celými �íslami. Realizácia týchto operácií 
vyplýva z defini�ných polynomických vz�ahov (5) a 
(8). 

Praktickému využívaniu popisovanej algebry 
okrem zložitosti definície bráni najmä výpo�társka 
náro�nos�, �o v sú�asnosti možno eliminova� imple-
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mentáciou operácií do programového vybavenia po-
�íta�ov obvyklou užívate�skou definíciou funkcie. 

 

 

 

 
 a) b) 

Obr. 1. Znázornenie realizácie sú�tu a sú�inu v GF(2q). 

Fig. 1. Representation of the realisation of the addition 
and multiplication in GF(2q). 

Názorná predstava o realizácii základných binár-
nych operácií je vytvorená na obr. 1 a, b, kde bloky  
⊕  a  ⊗  reprezentujú programové procedúry typu 
funkcie dvoch premenných 	1, 	 2 z GF(2q). Fungo-
vanie týchto procedúr možno – s prihliadnutím na 
použitú reprezentáciu prvkov telesa GF(2q) – sfor-
mulova� do nasledujúcich algoritmov: 
a. Algoritmus sú�tu. Po prevzatí oboch s�ítancov 

musí v prvom rade prebehnú� konverzia ich jed-
noduchej celo�íselnej reprezentácie do usporiada-
ných q-tíc koeficientov  aq-1, aq-2, ..... a2, a1, a0,  
resp.  bq-1, bq-2, ..... b2, b1, b0.  Na tomto základe 
možno realizova� sú�et v zmysle uvádzaného 
vz�ahu (5), resp. (6). Po získaní q-tice koeficien-
tov výslednej polynomickej formy túto spätnou 
konverziou prevedieme na výsledok celo�íselné-
ho typu. 

b. Algoritmus sú�inu. Analogicky aj v tomto prípade 
musí prvotne prebehnú� konverzia jednoduchej 
celo�íselnej reprezentácie vstupných parametrov 
do usporiadaných q-tíc koeficientov  aq-1, aq-2, ..... 
a2, a1, a0,  resp.  bq-1, bq-2, ..... b2, b1, b0.  Na tomto 
základe možno realizova� sú�in operandov po 
bitových zložkách, s rešpektovaním pravidiel 
algebry modulo 2. Po jeho výpo�te sa ur�í zvyšok 
po delení príslušným ireducibilným polynómom. 
Po získaní koeficientov výslednej polynomickej 
formy túto spätnou konverziou prevedieme na vý-
sledok celo�íselného typu. 
Pre efektívne vy�íslovanie polynomických funk-

cií pod�a vz�ahu (3) je ú�elné základné binárne ope-
rácie doplni� unárnou operáciou umoc�ovania. Al-
goritmus tejto operácie v zmysle definície (4) v plnej 
miere využíva operáciu sú�inu. 

Nazna�ené algoritmy v prostredí VBA pre Excell 
realizujú funkcie  
PolySucet(ξ1 As Long, ξ2 As Long, q As Integer)  
PolySucin(ξ1 As Long, ξ2 As Long, q As Integer) 
PolyMocnina(ξ As Long, e As Integer, q As Integer). 

V oboch prípadoch ide o programové procedúry 
s  návratovou hodnotou, ktorá je celo�íselnou repre-
zentáciou výsledku. Ako vstupné parametre sú priro-
dzene požadované dva operandy ξ1, ξ2, resp. jeden 
operand ξ a to v celo�íselnej reprezentácii. Naviac je 
požadovaný exponent e a stupe� rozšírenia q, ktorý 
konkretizuje teleso GF(2q). 

Špecifikácia nulárnych a unárnych operácií ako 
je vyzna�enie nulových a jednotkových prvkov je 
triviálna, opa�né a reciproké prvky pre zamýš�ané 
úlohy nie sú nutné. Je preto, s prihliadnutím na plat-
nos� zákonov komutatívneho, asociatívneho a distri-
butívneho rozsah implementácie algebraických ope-
rácií pre prácu s polynomickými formami v prostredí 
PC pre požadované aplikácie posta�ite�ný. 

Existencia vyššieuvedených základných algebra-
ických operácií s polynomickými prvkami z GF(2q) 
umož�uje vy�íslovanie polynomických funkcií, 
ktoré spo�íva v nasledujúcich krokoch: 
-Prevzatie aktuálnej hodnoty neur�itej ξ z telesa 

GF(2q), ktorá reprezentuje vstupnú hodnotu pre 
polynomickú funkciu. 

-Prevzatá hodnota je postupne umoc�ovaná až do 
stup�a n-1, kde n = 2q je rád rozšírenia unitálneho 
telesa. V zmysle definície �ubovolnej i-tej mocni-
ny je zrejmé, že získané výsledky sú opä� hodno-
ty z GF(2q). 

-Každá i-tá mocnina, i ∈ �0 ÷ n-1� () je násobená 
príslušným koeficientom z množiny   {An-1, An-2, 
.... A1, A0} špecifikujúcej konkrétnu polynomickú 
funkciu. V zmysle definície �ubovolného sú�inu 
je zrejmé, že získané výsledky sú opä� hodnoty 
z GF(2q). 

-Jednotlivé sú�iny vytvárajú sú�et. V zmysle definí-
cie sú�tu je zrejmé, že získané výsledky sú opä� 
hodnoty z GF(2q). 

-Hodnota výsledného sú�tu z �iastkových s�ítancov 
v po�te n je celo�íselnou hodnotou polynomickej 
funkcie. 
Popísaný algoritmus možno jednoducho realizo-

va� pomocou funkcie  
PolyFn(ξ As Long, q As Integer) As Long.  
Tejto funkcii treba v inicializa�nej fáze poskyt-

nú� n-ticu (n = 2q) koeficientov A0, A1, .... An-2, An-1 
špecifikujúcich konkrétnu polynomickú funkciu. Ná-
sledne jej môže by� poskytnutá hodnota neur�itej ξ, 
spolu s explicitne vyjadreným stup�om rozšírenia q.  

V súlade s upraveným defini�ným vz�ahom  
 
(...((A0 ⊕ A1 ⊗ 	) ⊕ A2 ⊗ ξ2) ⊕ ....) (11) 

 
je do vynulovaného pomocného suma�ného akumu-
látora funkciou PolySucet pripo�ítaný koeficient A0. 
alej je volaním funkcie PolySucin vytvorený sú�in 
hodnoty neur�itej ξ a koeficienta A1. Získaný výsle-
dok je funkciou PolySucet pripo�ítaný do suma�né-
ho akumulátora. V nasledujúcom kroku funkcia 
PolyMocnina vytvorí druhú mocninu hodnoty neur-
�itej ξ, ktorá je následne funkciou PolySucin násobe-
ná koeficientom A2 a takto pripo�ítaná funkciou 
PolySucet do suma�ného akumulátora. 

Výpo�et pokra�uje striedavým volaním funkcií 
vytvárajúcim mocniny hodnoty neur�itej ξ, ich sú�i-
ny s prislúchajúcimi koeficientami špecifikujúcimi 
konkrétnu polynomickú funkciu až do získania vý-

⊕ ⊗ 
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sledného sú�tu v suma�nom akumulátore. Tento je 
vrátený ako celo�íselná reprezentácia hodnoty poly-
nomickej funkcie. 
 
3. ZÁVER 

Polynomické funkcie nad kone�ným Galoisovým 
telesom sú základom nového poh�adu na riešenie 
problematiky logického riadenia technologických 
procesov. Praktické využívanie popisovanej zložitej 
algebry s výpo�társkou náro�nos�ou je v sú�asnosti 
umožnené implementáciou príslušných operácií do 
programového vybavenia po�íta�ov. 
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